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0.1 Motivation

Wir erinnern uns an die Hamiltonschen Gleichungen

) )

@i = p 94 (0.1)

Mit der Notation & = (p, q) und der symplektischen 2] x 2] Matrix
0;x1 1l><l>
J = 0.2
<ll><l 0;x1 (02)

&= JVH. (0.3)

konnen wir dies schreiben als

Wir beobachten nun, dass die Anderungsrate einer zeitunabhingigen glatten Funktion
f:R™ %R (0.4)
entlang der Flusslinien einer Hamiltonfunktion H gilt:

df _

5 = Dfe= (Vaf)' IV H (0.5)

Dies motiviert folgende Notation
{f,H} = (Vaf)' T Vol (0.6)
und f(x;) = const < {f,H} = 0. Die so definierte Funktion heifit Poissonklammer und soll im

Folgenden systematisch untersucht werden.

0.2 Poissonmannigfaltigkeiten

Definition 1 (Poissonmannigfaltigkeit). Ein Tupel (M,{-,-}) mit einer Funktion {-,-} : C*°(M) x
C®(M) — C®(M) und einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M heifit Poissonmannigfaltigkeit,
falls sie folgende Figenschaften erfiillt:

1. Bilinearitit: {f, g} = —{g, f}
2. Jakobiidentitat: {f,{g,h}} + {g,{h, f}} +{h,{f,9}} =0
3. Leibnizregel: {f,gh} = g{f,h} +{f,g}th

Dies sind genau die Eigenschaften, die man im euklidischen Fall erwartet, denn es gilt:

Theorem 1. (R {-,-}) mit {f,g} = (Vaf)' T Vg fiir ausreichend regulire Funktionen f,g ist
eine Poissonmannigfaltigkeit. Zusdtzlich erfillt diese Poissonklammer:

Die Poissonklammer ist nicht entartet: Seien Ty € R®™ und f : R*® — R mit f(xo) # 0 gegeben, so
existiert eine Funktion g : R*™ — R mit {f, g}(xo) # 0.

Um die Jakobiidentitéat zu verifizieren benétigen wir folgenden Bezug zur Lieklammer



Lemma 1. Wir definieren fiir f ausreichend regulir Dy := {f,-} und bezeichnen das von f erzeugte
hamiltonsche Vektorfeld als vy = JVgf. Die Lieableitung beziiglich vy wird mit Lo, bezeichnet. Es
gilt dann:

L, ( ) (jva:f) 8 5. 9= ( wg)ij;tf = _{f7g} = _Df(g) (0'7)
Insbesondere ist Dy eine Derivation und es gilt:
[Df’D ] [vaaL ] L[vf,'vg] (0'8)
sodass der Kommutator ein Differentialoperator erster Ordnung ist.

Damit kann die Jacobiidentitéit gezeigt werden. Betrachten wir einer der Terme:

{£,49,h}} = (Vo )T IV ((Vag) TV h) (0.9)

Jeder Term enthélt entweder eine zweite Ableitung von h oder eine zweite Ableitung von g. Kénnen
wir also zeigen, dass die zweiten Ableitungen von h, g etc. verschwinden, so muss die Jacobiidentitét
erfillt sein. Die zweiten Ableitungen verschwinden aber, betrachten wir beispielsweise alle Terme, die
zweite Ableitungen von h enthalten kénnen:

{fv {gah}} + {ga{haf}} = {f> {gvh}} - {ga {fv h}} = [Df’Dg]h = [Xf’Xg]zazh (010)

Wegen zuvor gezeigtem Lemma kann diese Summe nur erste Ableitungen von h enthalten. Analoges
folgt fiir g und h, indem wir die entsprechenden Summanden betrachten. Damit darf keiner der Terme
zweite Ableitungen von f, g oder h enthalten. Da aber jeder der Terme eine zweite Ableitung von
f,g oder h enthélt, miissen alle Terme verschwinden und die Jacobiidentitét ist erfiillt. Die Poisson-
klammer lésst sich jedoch auch in einem allgemeineren Setting einer symplektischen Mannigfaltigkeit
einsetzen.

Theorem 2. Jede symplektische Mannigfaltigkeit (M,w) ist eine Poissonmannigfaltigkeit, wobei die
Poissonklammer definiert ist durch

{f:9) = w(Xy, Xy) = df(Xy). (0.11)

wobei die Vektorfelder eindeutig festgelegt sind durch das Differential von f:
w(Xy,)=df. (0.12)

Die Umkehrung dieses Satzes gilt jedoch in dieser Allgemeinheit nicht, da die Poissonklammer einer
Poissonmannigfaltigkeit im Allgemeinen ausgeartet sein kann. Ist die Poissonklammer jedoch nicht
ausgeartet, so lésst sich eine symplektische Form definieren. Wegen des Bezugs der Poissonklammer
zur symplektischen Form koénnen wir die Poissonklammer auch in lokalen Koordinaten betrachten.
Wegen des Darboux Theorem existieren Koordinaten = (p, q) in denen w die Form

w = dg; N dp; (0.13)

hat. Dabei verwenden wir die Einsteinsche Summenkonvention. Wir erhalten nun zunéchst die

Koordinaten von X ; in der Basis % via

w(Xy,) =Xy, dpi — Xy, dg; (0.14)
=df = 9f —~—dg; + of ~—dp;
0q; Oopi

und erhalten damit den expliziten Ausdruck

" /of O of 0
{£.9} = w(X 1. X,) = df(X,) = §j<a§, = 85)-( ) TVeg  (015)
i=1 K3 3 (3 (3




Mit dieser Darstellung in lokalen Koordinaten lassen sich die Poissonklammern einfacher Beispiele
nachrechnen. Zunéchst haben wir ja bereits gesehen, dass die Zeitableitung einer Funktion entlang
des hamiltonschen Flusses durch die Poissonklammer gegeben ist. Insbesondere folgt:

l
OH ,
{Qj, H} = Z <(5l]ap - 0) = qj (016)
i=1 ’

l
OH _
{pj  HY =) <0 = 5ij) =Dj
i=1 i
Auflerdem gibt es die sogenannten fundamentalen Poissonklammern, die gegeben sind durch

Tatséchlich ist dies sogar eine Definition fiir kanonische Koordinaten, und eine Transformation ist
genau dann kanonisch, wenn unter der Transformation die fundamentalen Poissonklammern kovariant
transformieren. Ein weiteres Beispiel ist der Drehimpuls Lye;jxqip;-

Example 1. Im Fall des Drehimpulses konnen wir schnell berechnen:

{pis L} = €jkm{pi, @k }om + @ed{Dis Pm}) = —€jimPm = EijmPm - (0.18)

Analog folgt {q;, L;j} = €ijm@Gm. AufSerdem kénnen wir mit der Produktregel die Poissonklammer zweier
beliebiger Drehimpulskomponenten berechnen.

{Li, Lj} = €um(@{pm. L;} + {a. L;j}pm) (0.19)
= Citm(Emjk QP + €1jkAkDPm)
= 0;jqkPk — 4jPi + Pjqi — 0ijqmPm = ¢iPj — qPi
= €ijkERmUPm = Eijk Lk

Da wir diber Levi Civita Symbole summieren kénnen wir auflerdem leicht folgende Identitit verifizieren.
{Li,|LI*} =0 (0.20)

Auflerdem gibt es eine auffillige Parallele zur Quantenmechanik, in der die Poissonklammern zu
Kommutatoren werden.

Fiir Beweise, die spéter in diesem Seminar noch folgen sollen, beweisen wir zusétzlich:

Theorem 3. Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit, f, g glatte reellwertige (Hamilton )-Funktionen
auf M und Sy, Sy die von den hamiltonschen Vektorfeldern X ¢, X, erzeugten Flisse auf M. Dann
kommutieren die Flisse genau dann, wenn {f, g} = const.

Proof. Zunéchst bendtigen wir folgenden Satz aus der Literatur:

Theorem 4. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, X, Y Vektorfelder auf M und S, S% die
von den Vektorfeldern erzeugten Fliisse, d.h.

S’ (20) = X (S (x0)) (0.21)

Dann gilt S% (x0) S5 (x0) = Sy (20)SY% (z0) fiir alle s,t € R und xg € M genau dann, wenn [X,Y] = 0.

Es lasst sich zunéchst zeigen, dass der Kommutator in zweiter Ordnung einer Taylorreihe misst, wie
stark die Fliisse nicht kommutieren. Uber Zerlegung der Zeiten ¢, s in kleine Teilstiicke kann dann
der obige Satz bewiesen werden. Siehe z.B. Arnol’d. In unserem Kontext hat dies folgende wichtige
Konsequenz: Es gilt zundchst wegen der Jacobiidentitét fiir beliebige glatte reelwertige Funktionen h

Degyh={{f g9} h} ={f.{g.h}} —{g,{f, h}} = [Dy, Dglh (0.22)



und andererseits fiir alle h

(X, Xglh = [Dy, Dglh = {{f,g},h} = d({f,9})(Xp) =0. (0.23)
Dies gilt insbesondere fiir die Koordinatenfunktionen h = x;, gegebenenfalls durch null fortgesetzt,
und somit folgt die Behauptung. O

Im Folgenden betrachten wir weiter symplektische Mannigfaltigkeiten, deren Poissonklammer {iber
die symplektische Form wie oben definiert ist.

0.3 ErhaltungsgroBen

Wir kommen nun zu der Analyse von Erhaltungsgrofien.

Definition 2 (Erhaltungsgrofie). Eine Funktion f heifit ErhaltungsgrofSe, falls f konstant entlang
des hamiltonschen Flusses Sf{ ist, d.h.

f(St(x0),t) = f(x0,0) (0.24)

FEine Erhaltungsgrof$e heifst erstes Integral (first integral of motion), wenn f nicht explizit von der
Zeit abhdngt.

Definition 3 (Einparametergruppenwirkung). Eine Familie von Diffeomorphismen auf M (ps)ser,
ps : M — M heifit Einparametergruppenwirkung, falls fir alle xo € M gilt:

1. o(xo) = xo

2. Psitss (:UO) = Ps1 (8082((370))

(Eigentlich eine Einparameter-Untergruppe der Diffeomorphismen auf M). Eine Einparametergruppe
von Symmetrien einer Hamiltonfunktion H ist eine Finparametergruppe komplett kanonischer Trans-
formationen mit

H(ps(w0)) = H(zo) (0.25)
fiir alle zo € M.

Definition 4 (Generator). Der infinitesimale Generator, ist das von der Einparametergruppe erzeugte
Vektorfeld:

Xop(zo) = gssos(a:o) - (0.26)

Wir kommen nun zum entscheidenden Satz, der die Giiltigkeit des Noether Theorems ermdoglicht.
Dieser funktioniert allerdings in dieser Form nur lokal bzw. im euklidischen Fall.

Theorem 5. Der infinitesimale Generator einer Einparametergruppe komplett kanonischer Trans-
formationen ist ein hamiltonsches Vektorfeld zu einer Hamiltonfunktion K, und die Gruppe der
Transformationen stimmt mit dem hamiltonschen Fluss von K fberein.

Proof. Wir betrachten zunéchst die Differentialgleichung

Ps(20) = Xy (ps(20)), vo(wo) = o (0.27)

Der infinitesimale Generator 16st diese Differentialgleichung. Wir benétigen als néchstes ein Lemma,
und dafiir zunéchst folgenden Begriff:

Definition 5 (Hamiltonsche Matrix). Der Raum der Hamiltonschen Matrizen ist der Tangentialraum
sp(n) der symplektischen Matrizen Sp(n) an der Identitit. Dies entspricht genau den Matrizen B,
die

BTJ+JB=0 (0.28)

erfillen.



Proof. Die symplektischen Matrizen sind definiert durch die Gleichung
ATJA—-T =0 (0.29)

definiert. Definiere f(A) = ATJA — J. Dann ist 0 ein reguldrer Wert von f. Wir bestimmen das
Differential von f. Es ist zunéchst:

0 — i JAFB) = f(4) = DIA(E)

150 y =BTJA—ATJTB — Dfs(B) (0.30)

Das Differential von f an der Stelle B ist also eine lineare Abbildung
Dfa: Mat(2n x 2n) — Mat(2n x 2n), B+ BTJA - ATJB (0.31)
Der Tangentialraum ist nun der Kern dieses Differentials an der Identitét, und somit
sp(n) = ker Dfy = {B € Mat(2n x 2n)| BT J + JB = 0} (0.32)
O]

Um die Diskussion fortzusetzen gehen wir in lokale Koordinaten und betrachten nur noch den Fall
R2n,

Lemma 2. Ein Vektorfeld X : R — R?" ist genau dann ein hamiltonsches Vektorfeld, wenn die
Jacobimatriz VX (x) eine hamiltonsche Matriz fiir jedes © € R*" ist.

Proof. Die Beweisidee besteht darin, dass die Jacobimatrix von JX symmetrisch ist, und daher das
Vektorfeld 7 X konservativ ist. O

Im Allgemeinen Fall differenzierbarer Mannigfaltigkeiten ist eine solche Aussage nicht moglich,
insbesondere da eine Definition der Jacobimatrix eines Vektorfelds nicht sinnvoll definiert werden
kann. Stattdessen bendtigt man eine zusétzliche Vorraussetzung um das Noethertheorem zu beweisen,
némlich dass die Form w(X,-) exakt ist und damit die Cartan Ableitung einer Hamiltonfunktion
K ist. Um das Noethertheorem im euklidischen Fall zu beweisen bendtigen wir ein weiteres Lemma,
und zwar:

Lemma 3. Ist die Matriz J(x,t) symplektisch, dann ist B = %J‘l hamiltonsch.

Proof. Durch Ableiten von J T 7J = J nach der Zeit erhdlt man:

aJT 7, 0J
T+ I T =0 (0.33)
Daher ist T
oJ aJ
A=g—Jt=gT—g=4" 34
J o J J Bn J (0.34)
symmetrisch, was impliziert dass B = J A hamiltonsch ist. ]

Mit dieser Vorarbeit kann nun das urspriingliche Resultat bewiesen werden, nédmlich dass der in-
finitesimale Generator ein hamiltonsches Vektorfeld ist.
Geméf unserer Vorraussetzung betrachten wir eine Einparametergruppe komplett kanonischer Trans-
formationen. Damit ist die Matrix J = Vg ps(x) geméaf der Definition symplektisch fiir beliebige s.
Es ist weiterhin

oJ 0

s %vﬁ%(a}) = VaX,(ps(x)) = vsos(w)Xgo(@s(w))J (0.35)

Somit ist
Vo, @) Xe(os(@)) = 57 (0.36)
eine hamiltonsche Matrix. Somit ist auch das Vektorfeld X, hamiltonsch und damit existiert eine
Hamiltonfunktion O



Theorem 6 (Noether, hamiltonsche Formulierung im euklidischen Fall). Sei s eine Einparameter-
gruppenwirkung komplett kanonischer Symmetrien von H. Dann ist die Hamiltonfunktion K, die den
hamiltonschen Fluss @4 erzeugt, eine ErhaltungsgrofSe von H.

Proof. Da 4 eine Einparametergruppe von Symmetrien ist, ist H entlang des Flusses von ¢ kon-
stant. Da ¢ eine Familie komplett kanonischer Transformationen ist, existiert nach Theorem 5 eine
Hamiltonfunktion K, deren hamiltonscher Fluss gegeben ist durch ¢s. Da H konstant entlang der
Flusslinien ist, gilt

d
aH(SOt(l')) ={H,K}=0 (0.37)
Damit ist aber insbesondere K konstant entlang des Hamiltonschen Flusses oy, denn
d
&K(at(a:)) ={K,H}=0 (0.38)
O
Der Beweis kann nicht einfach global auf symplektische Mannigfaltigkeiten verallgemeinert werden.
Angenommen aber, w(X,-) ist exakt, dann existiert ein K, sodass w(X,,-) = —dK. Nun ist
d
SK(@@)| = Xu(@)K(@) = (K H}z) =0 (0:39)
da d
g (e(@))le=0 = Xy () H (2) = {H, K}(z) =0 (0.40)

Da die Form w bereits geschlossen ist, folgt die Exaktheit zum Beispiel fiir Mannigfaltigkeiten, die
homotopiedquivalent zu einem einpunktigen Unterraum sind.

0.4 Geodaten auf Revolutionsflachen

Wir wenden uns nun der Anwendung des Noethertheorems zu. Eine allgemeine zweidimensionale
Revolutionsfliche eingebettet im R? parametrisieren wir mittels Funktionen r, z und Koordinaten u, v
als

¢ (u,v) = (r(u)cos(v), r(u)sin(v), z(u)) (0.41)

Wir sehen direkt, dass eine solche Fliache invariant ist unter Translationen von v, die Fliche hat also
eine S Symmetrie. Wir kénnen die Geometrie gut iiber eine Metrik charakterisieren. Diese erhalten
wir iiber Riickzug der euklidischen Metrik, d.h.

J(X,Y)=¢"(9)(X,Y) = g(D¢X, DoY) (0.42)

Die Komponenten von ¢’ sind dann gegeben durch die Wirkung des Differentials von ¢ auf X,Y =

Oy, Oy
9
ou
0

0
F = 932 =9 <D¢8u’D¢8v>

0
G:=4g;,=g (Dqﬁau, D¢ ' (u)? + 2/ (u)? (0.43)

0

0 0
E:=gy=g <D¢6U,D¢8U) = r(u)2

Die quadratische Matrix ¢’ heifit auch erste Fundamentalform. Man kann sie alternativ erhalten durch
Entwicklung von dz; nach v und v. Uber die erste Fundamentalform ist auch das Transformationsver-
halten der konjugierten Impulse geklart. Das Differential D¢ ist eine Abbildung:

Diumy® : Tru)R® = TypumyM SR (0.44)



und wir erhalten somit fiir die konjugierten Impulse der Koordinaten u, v:

pu = PiD¢i, Pv = P; D¢y (0.45)
Somit lautet unsere Hamiltonfunktion in den neuen Koordinaten in unserem Fall:
1 1 _ 1 /p2 p?
H=-P?=_(pDp 12 =420 A
5 5D ) =5 G+ g (0.46)

wobei wir genutzt haben, dass F' = 0. Wie bereits im Vortrag {iber grundlegende Begriffe und Zusam-
menhénge in der Lagrange und Hamilton Theorie erlautert wurde sind die Bewegungsgleichungen
dieser Hamiltonfunktion dquivalent zu der Geodéatengleichung.

0.4.1 ErhaltungsgroBen auf einer Revolutionsflache

Wir betrachten eine Symmetrie von H auf M, deren Einfluss auf T*M und die daraus resultierende
Erhaltungsgroe. Sei also eine Koordinatentransformation

up: M — M,q — Q(q,t) (0.47)

gegeben. Wie bereits im Fall zuvor kénnen wir mittels des Differentials das Transformationsverhalten
des konjugierten Impulses ermitteln. Zusammen erhélt man auf dem Tangentialbiindel die Transfor-
mation

(4,p) = (Q(q) = ui(q), P(q,p) = p Dgu™") (0.48)
Das von der Transformation erzeugte Vektorfeld dann gegeben durch
Xy(.0) = Suo) (0.9
dt =0
und
d -1 1 (d -1
X,(q,p) = aquut(q) o —pDgu, <dthut> Dguy, ‘ = —pDy X 4(q,p) . (0.50)

Wie man schnell einsieht ldsst sich dieses Vektorfeld zu einer Hamiltonfunktion integrieren. Setzen
wir K = pX, so gilt in lokalen Koordinaten fiir das totale Differential von K:

0Xgq.,
dK = X, dp; +ij:quk =dg; A dpi(X,") = w(X,") (0.51)
mit X = (X4, X,). Somit ist die GroBle K = pX eine Erhaltungsgréfe, falls die Transformation eine
Symmetrie von H ist. Wie sieht dies nun im Fall der Revolutionsfliche aus? Es ist offensichtlich,
dass H unabhéingig von v ist und damit insbesondere unabhéngig von Translationen v — v 4+ ¢t. Das
erzeugende Vektorfeld dieser Symmetrie ist gegeben durch % Somit ist durch K = p% = py eine Er-
haltungsgrofie entlang der Geodéten gegeben. Wir wollen jetzt einen expliziten Ausdruck fiir p, finden.

0.4.2 Clairaut Theorem

Theorem 7 (Clairaut Theorem). Fir eine Revolutionsfiiche M gilt entlang einer Geoddten, welche
mit den Meridianen der Revolutionsfliche einen Winkel o einschliefit, dass

r(u(s))sin(a(s)) = const (0.52)

Wie lésst sich dieser Satz verstehen? Zunéchst wissen wir, dass wegen {H, H} = 0 der Wert der
Hamiltonfunktion (die Gesamtenergie) entlang der Geodaten erhalten ist. Betrachten wir also eine
Bewegung mit Energie H = %, so gilt fiir diese Bewegung;:

2 2
Pu  Po) _
<G+E>_1 (0.53)



Somit existiert ein Winkel « iiber den wir die Impuls als
VG cos(a)
R — 0.54
()= (i 039
schreiben konnen. Insbesondere ist p, = VEsin(a) = r(u)sin(a) eine Erhaltungsgrofe. Weiter-

hin beschreibt « offensichtlich den Winkel zwischen der Bewegungsrichtung p und der Richtung des
Meridians, die parallel zu p,, ist. Somit ist das Theorem nachgewiesen.

0.4.3 Parallelen

Da jedem Tupel (p,, H) eine Geodéte entspricht, interessieren uns zunéchst die Geodéten, die zu Ex-
tremalwerten von p, korrespondieren. Hierzu nutzen wir die Methode von Lagrangemultiplikatoren,
um Extremwerte von p, unter der Zwangsbedingung H = Hg zu finden. Mit einem Lagrangemultip-
likator A suchen wir also nach Lésungen von

Vpo — A\VH = 0. (0.55)

Da durch die Gradienten {iber die symplektische Form auch auf eindeutige Weise die hamiltonschen
Vektorfelder festgelegt sind, folgt aus dieser Gleichung, dass

0
AXi=p, =5 (0.56)

Somit miussen die Flusslinien des Hamiltonschen Flusses, d.h. die Geodéaten parallel sein, wenn der
Drehimpuls p, extremale Werte annimmt. Insbesondere erhalten wir

Theorem 8. Eine Parallele ist genau dann eine Geoddte, wenn die Funktion r(u) extremal wird.

Proof. Der Beweis ist klar, da p, = r(u(s))sin(n/2) = r(u(s)) extremal wird. O

0.4.4 Weitere Geodaten

Meridiane sind Geodaten. Weiterhin gilt fiir eine allgemeine Geodéte mit Drehimpuls p,,, dass r(u) <
py. Betrachten wir also eine Mannigfaltigkeit mit r(u) — 0 fir u — %00, so existiert ein |u| < co an
dem die Geodéte umkehrt, ndmlich genau an der Stelle, an der a(s) = 0 erreicht wird. Somit oszilliert
eine allgemeine Geodéte zwischen zwei Parallelen.



